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Self Phase Locking In Gas Laser 
Koichi Nakano， Hiroshi Inoue 
The a na l ysis of s el f mod e l oc k ing of thr e巴 mod es operation in H e-N e  gas l as er using the c orr ec ted 
L amb' s equation is d esc ribed. S el f  mod e l oc k ing is d ue to s ome l as er parameters， for exampl e，optic a l 
l ength(L) ， mod e s p ac e  between the osc il l a ting mod es(ム) a nd r el ative exc itation ra tio(万). C ons equentl y 
we obtained the r el ati ve p has e， the three mod es ampl itud es of s el f mod e l oc k ed l as er in the stead y 
state in thr ee mod es operation a nd the beat fr equenc y in the abs enc e  of l oc k ing r egion. 
1 . はしカぜき
非線型特性を有する電子管を用いた発振器 の強制同
期に関して多くの研究があり?) レーザ の活性媒質の
非線型特性のために自己同期現象 を示すことが示き
れている伊3X4 XS)前者が 2 つの周波 数 聞に起こる現象
であるのに対して， 後者は 3 つの周波 数成分間に起
こる現象 のために類似性はあるが， 後者の方は複雑
さを示す。 Adlerl)が前者に対し振巾， 周波 数の関係
係を示したのと同じようにLαmが2)の修正 3 モード微
分 方程式を利用して， 3 モード聞の振巾と周波 数，
或いは位相の関係を求め， レーザ の同期域内の相対
位相， 振巾などを取り扱う。
2. 取り扱う方法
自己位相同期を取り扱うのでレーザは3モードで発
振するものとする。 共振器 の構造モデルを図一1に示す。
図 l レーザ配置
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3 モードで発振している時の発振振巾を夫々E"E2' 
E 3' 位相を<p"仰，仰とし， 相対位相を 2和一<p， 仰
とする。 このとき各モード聞には次の修正Lamb の
3 モード微分 方程式が成 立することが知られている。
定常状態の解を求 めるためには時間的微分E" E2' 
E3， <p" <P2， 仰を 0 として，，E陶 仰を決定すること
ができる。
E1 = a，_E， β，mθ'2E，E�θ'3E，E� 
一(叩23COSψ+Ç23 sinψ) Elli3 (1 )  
E2= a2E2-ß2E�- e21EÆ�- e23EÆ� 
一(7]13COSψ-Ç13sinψ)EÆÆ3 (2) 
E3-日3E3 β'3m- e31E3m- e32E3E� 
一(叩21COSψ- ç2，sinψ) Elli， (3) 
<P1十)I，=Q，+σ1+ρ，E�+ T '2 E � 
+τ13E�-Elli3E，'(平23Sinψ-Ç23COSψ)(4)
<P2+ν2=Q2+の+ρ2E�+ T2，E� 
+ T23EH EtE3(叩'3sinψ+Ç'3COSψ) ( 5) 
伊3+ν3=Q3+σ3+ρ3E�+ T3， m+ T32m 
-Elli，E.'(η凶inψ-Ç2'COSψ) (6) 
ψ= 2 <P2一<P，- <P3+(2 )l2-II， -1I3)t ( 7) 
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X= 2σ'2-U，ーの+(2 '2 1-P，ーτ8 ，)Ei
+( 2 P2-'12-'S2)Ei+( 2 '2'一ρ8-'1 8)Ei 
+ ( 2 E，E8 7]'8 + EmsEï'7] 2 s  + EiE，Eず)sinψ
+ ( 2 E，E8 Ç'8 -Em，Eã' ç剖-E iE 8Eï'ç踊)c osψ (8)
上 式の各パラメータは， Lambの 定義そのまま使用
する。 これらは発振モードがドップラー巾のどの位
置にあるか関係するもので， 予め求めておく。 例と
してレーザ長L ，=70cm， 鏡とレーザまでL 2=13.5cm
とし， L .は可変とする(図- 1参照)。 ドップラー巾
は， 1200MHZ，緩和定数)'ø =12MHZ， ')?， =23MHZ， 
遷移周波数 4.7 41X10'4HZ を用いた。ドップラー巾
の中央値より， ずれた位置にあるモードの周波数と
の差を， 共振器長Lで決まる周波数C/2L(Cは光速)
で割ったものを離調度砂6とし，各離調度に対する定
常状態の発振振巾， 相対位相ψ， ビート局波数を求
める。 このフローチャートを図-2 に示す。
a)( l)， (2)， ( 3)式における下線の部分だけにより解E"
E2' E8を求めて第一近似解とする。
b)このE" E2' E.を初期値とし， 相対位相ψを微小
量づっ変化して， 第( 1)， (2)， ( 3)の完全なる式を用
いて修正解E�， E�， E�を求める。 これらは第二近
似解であって， これを求める方法は， ニュートン
・ ラプソン法によった。
c)E�， E�， E�を用
いてモード位相
同期の判定式で
ある(8)式に代入
してXの正か負
かを判定し， 符
号の変化の起こ
る点より正確に
X = 0 となる値
を求める。 この
点で位相周期が
起こると考えら
れる。 もし 2ヶ
所でXの符号反
転が起るときに
は安定， 不安定
(.) 
(b) 
(c) 
(d) 
図- 2 FLOW CHART 
を判定し， 安定なる解をとることとする。
d)ドップラー巾中の中心周波数よりモードの位置を
微小量ずらして， ( 1)， (2)， (3)..・H・の計算を反復する。
もし(c)においてXの符号の正手負に反転する点がな
い時は除周波数を求める。
フローチャートの中の記号X" X2， xa は，
X.=開始周波数 X2=きざみ周波数
Xs=終了周波数 を表わす。
3. 同期域内の発援振巾
図-3 には，相対励起比 布=1.04(a図)， 甲=1.5 (b図)
としたときの各モード振巾の自乗EJ， E�， E�を表わ
したもので， ( 1)， (2)， ( 3)式の第 1 次近似解を実線，
第 2近似解E抗E�2，E;2を点線で示す。E:が負となる
ような場合は， 3 モード発振でなくなる領域である。
(図中のxu=ドップラー巾=1200MHZ， /::，. =C /2L 
=100MHZ， 市=相対励起比 である。)相対励起比 を大
きくすると各モードの振巾は， 大きくなり， 各モー
ド聞の差も大きくなる。b図において，離調度8が20-
35%の範囲でとぎれているのは同期の存在しない範
囲でし か も 3 モード発振しているので， 除周波数
2 均-11，一均の存在する領域である。
図-4 は， XU=1200MHZ， 叩=1.20を一 定として，
共振器長L 8 を変化したもので(a) は/::，. = 100MHZ， 
(b)は/::"=160MHZのときを示したもので土50%の離
調度のときに大きく変化をきたし， 発振停止モード
となっている。
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多少の変化をきたす。甲=1.04のときム=140MHZ ，
160MHZ のときは同期域存在せず， ム=100MHZの
ときは，ほほ、正弦的に変化をきたす。ム=120MHZ の
ときð'=10- 20%のところに非同期域が存在する。
可=1.1に対しては， ムの小さいときには正弦的な変
化をするが，160MHZのときには， 離調度Oの鮒近で
他と反対傾斜をもった曲線を示す。 又/:::，.が大きくな
ると非同期域が存在する。
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4. 同期域内の相対位相の変化
図- 5aは，横軸に離調度， 縦軸に相対位相を示し
たもので， a， b， c，d図は，叩=1.04，1.10，1.20，1.50の
場合を示す。 代表的な曲線としては離調度に正弦的
に変化するが， パラメータによっては， 此の曲線は
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相対励起比 が大きくなるにつれて 0 離調度附近の相
対位相の立ち上がり傾斜が大きくなり位相最大のと
きの離調度は 0 離調度の方へ接近する。 相対励起比
甲 =1. 5となると共振器長Lの変化に対して (即ちA
の変化に対して) 相対位相の曲線はほとんど示きな
くなり， 20%の離調度の領域において直線的な位相
の変化を示すようになる。
図-6 は， 共振器長L.を変化したときの相対位相と
離調度との関係を示したものである。 一 般的にAを
上げるにつれて， 正弦的曲線より 3次 5次高調波を
含むような波形を示し， 途中に非同期域が現われる。
図-6 aにおいて甲=1. 04のとき，8=50%まで同期域
が存在する。 6 b図では，η=1. 04とη=1. 50で非同期
領域が現われ， 6 c図では甲=1. 04で同期域がなくな
り， 6d図では，各がこ対して8=35%のときに非同期
域が現われる。 特に6 b図に叩=1. 04だけがψの傾斜
が逆方向である。
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5. 非同期域内の喰周波数 (2 11.-111一均)
同期しない場合には， 相対位相の時間的微分は 0
とならず2112-111一均は値を有し稔周波数となる。
図- 5 ， 図-6 において位相同期が起らない時には，
3 モード発振し得ないときを除いて稔周波数が見い
出させる。 図ー7 a， b， c，dは相対励起起比 (叩)1. 04，
1. 10， 1. 20， 1. 50の場合の稔周波数と離調度との関
係を示したものである。 図-7aにおいては， b. =100 
MHZ， 16 0MHZのときには，8< 50%の範囲で除周波
数を見い出しうるが，8= 0 附近では発振停止してい
るのでプランクのままである。
7 b図において， b.=16 0MHZだけ稔周波数が存在し，
その最大値は離調度10%附近で約10KHZである。
図-6d 
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7c図においては，ム=140， 160MHZとも，0が20-40
%の領域で除周波数が見い出され， 最大32KHZであ
る。 7d図において各剖こ対して稔周波曲線は相似形
でその最大値はð.=100， 120， 140， 160MHZに対し
て60，72，86，92KHZである。一般的にムを大きくす
ると稔周波領域が広くなり， 非同期領域が広くなる。
この計算法では， この稔周波数の得られた値は， 同
期域の近いときには， 誤差が大きいと考えられる。
図-8には， 共振器長Lsを変化してAを変えた時の
稔厨波数を示したもので，a，b， c図は， ð. =120， 140， 
160MHZ の 場合である。 ム=100MHZのときには，
叩=1.5のときだけ稔周波数が20-40%の離調度のと
きに生ずるだけである。
8a図において， 万=1.04と1.05のときに生ずるが傾
斜は逆方向である。8 b図にはη=1.5のとき，90KHZ
の稔周波を示す。8 c図に於いては， 4種の相対励起
比 の各々に対して除周波数が現われてくるがη=1.04
甲=1.1と叩=1.2， 叩=1.5とは別のグループをなして
逆の傾斜を示している。
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6 . キャビティ中のレーザ位置の影響
レーザ媒質がキャ ビティの中央におかれたときに
自己位相同期が行なわれ易< ， キャ ビティの端にお
かれたときはこの逆である。ドップラー巾=1200MHZ，
ð.=l00MHZ， 申立1.1の場合，レーザー長L1=50cm，
キャ ビティ長Ls=150cm一 定としL2を 0，25，50，100
cmとした場合を， 図-9 のa，b， c，dで示す。
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aとd は同様な変化を示し，劫{0 %， 40%だけ現われ
るみの場合は，同期域がほとんどで，cの場合は相 対
位相変化が最も少ない。(ì=土40%附近は， 3 モード
発振不可能の点である。
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7. 同期域内の出力時間変化
位相同期された 3 モードの振巾の時間的変化を重
畳して自乗すれば， レーザの出力に比 例することと
なる。
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ψ 1を基準として 0 とし， XU(ドップラー巾)=1200 
MHZ， t.=120MHZ， 甲=1. 10の時を図-10に示す。
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8. 自己位相同期について
式(4)， (5)， (6)において， (5)式の 2倍から(4)(6)式と
の和を引けば， 相対位相ψに関する微分方程式が見
い出される。
ψ=σ+Asinψ+ Bc osØ (9) 
しかし， ここでは簡単にするためにt.... T酬を含む小
きな周波数反撲項を無視する。 ここで
σ= 2 の一σ 1ー の である。
定常状態においてはdψ/dt = 0 より
。+Asinψ+Bc osψ= 0
これよりψを求めると
ψ=sin-1(一σ/.fA吉宇B 2)-a
但し， a=tan-1(B/ A) 
(9)式におけるA， Bは次の様に表わされ
50 
一一�.(封)
る。(A=2 山品開 山山 市 2 1
B= 2 E，E3Ç 13-Em3Eï'ç 2 3-Em，E;;'ç 2 ， (12) 
又， レーザ動作においてYab<ム<XU (Yab; 2 レベ
ル聞の平均緩和定数， XU; ドップラー巾) が成立し
ている時は， 次の様に近似される。
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0-;電気双極子モーメントの密度マトリックス
(0. 79829 X 10- 29) 
N ; 励起密度(5.913X10町1 /ω)) 
N 2; 上レベルでの密度
よって(11)式より， 相対位相ψは，
ψ=sin-1(一σ/ <ÍN) (1司
図 5 ， 6 における相対位相ψの値は (1司式より得ら
れた値と一致するであろう。 非同期領域， つまり除
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ガス ・ レーザの自己位相同期について
周波数領域というのは|一σ/IA.芋B2[ > 1 となる
場合である。
9. むすび
同期域内の相対位相， 非同期域内の稔周波数を修
正 Lamb の 3 モード方程式を用いて求めた。 今後更
に近似度をあげたいと考えている。 本計算は， 富山
大学計算セン ターで行なったもので， 職員の方々の
労に感謝する次第である。
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